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Остается актуальной проблема демпфирования возникающих упругих колебаний конструкции летательно-
го аппарата (ЛА) средствами бортовых систем автоматического управления. При решении подобной задачи модель 
упругого ЛА является основой синтеза законов управления и анализа замкнутой системы "объект управления – 
регулятор". В общем случае задача математического моделирования динамики полета упругого ЛА распадается 
еще как минимум на две взаимосвязанные задачи, одна из которых – непосредственно моделирование поведения 
упругого ЛА, определяемого действующими на него силами, а другая – учет изменения действующих аэрогидро-
динамических сил и моментов, вызванного деформацией упругого ЛА и работой системы управления.  
В данной работе рассматриваются теоретические основы подхода к решению указанной задачи, основан-
ного на замене реальной конструкции ЛА эквивалентной схемой, и его программная реализация для ракет,  
наиболее простого, с точки зрения схематизации, класса ЛА. При этом учет изменений действующих аэродинами-
ческих сил и моментов, вызванных деформацией упругого ЛА, осуществлялся упрощенно на основе гипотезы ста-
ционарности. 
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Исторически, первыми практическими задачами, решение которых потребовало учета 
упругости летательных аппаратов (ЛА) и его частей, были задачи определения динамических 
нагрузок и устойчивости конструкции, в том числе задачи о флаттере [1, 2]. Без учета деформации 
конструкции и действия инерционных сил решение подобных задач невозможно. По мере разви-
тия авиационной и ракетной техники происходило дальнейшее увеличение скоростей полета и от-
носительное уменьшение жесткости конструкций ЛА. Стала актуальной проблема демпфирования 
(гашения) возникающих упругих колебаний конструкции средствами бортовых систем автомати-
ческого управления (САУ) [3, 4]. В этом случае модель упругого ЛА является основой синтеза за-
конов управления и анализа замкнутой системы "объект управления – регулятор". 
В общем случае задача математического моделирования динамики полета упругого ЛА 
распадается еще как минимум на две взаимосвязанные задачи, одна из которых – непосред-
ственно моделирование поведения упругого ЛА, определяемого действующими на него силами, 
а другая – учет изменения действующих аэрогидродинамических сил и моментов, вызванного 
деформацией упругого ЛА и работой системы управления. 
Наиболее точное решение первой задачи можно получить, используя метод конечных 
элементов (МКЭ). Однако такой подход имеет ряд недостатков. Во-первых, подготовка конеч-
но-элементной модели – процесс достаточно трудоемкий. Во-вторых, решение задачи упругих 
деформаций с помощью МКЭ само по себе требует значительных вычислительных ресурсов, а 
расчет изменяющихся аэрогидродинамических сил, действующих на ЛА, (вторая задача) и 
необходимость учета отклонения управляющих поверхностей вызовут еще большее увеличение 
потребных ресурсов. В-третьих, при таком подходе невозможно решение задачи аналитическо-
го синтеза САУ гашения колебаний. По этим причинам наиболее рациональным подходом к 
решению части задач моделирования динамики упругого ЛА остаются упрощенные методы, 
основанные на замене реальной конструкции ЛА той или иной эквивалентной схемой. 
В общем случае ЛА является упругим телом с распределенной массой и, согласно теории 
колебаний [1], имеет бесконечное число собственных форм (или тонов) и частот колебаний. 
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Однако на практике, как правило, амплитуда высших тонов исчезающе мала. Поэтому справед-
ливо предположение о том, что исследовать существенные свойства упругой конструкции воз-
можно, ограничившись рассмотрением первых низших тонов колебаний (балки, пластины), ли-
бо, что эквивалентно, конечным числом сосредоточенных масс, которые соединены в одну си-
стему идеальными невесомыми пружинами. 
 
 
Рис. 1 
 
Исходя из этого допущения, возможны две основные расчетные модели (или схемы): ба-
лочная (рис. 1,б) и в виде набора сосредоточенных масс (рис. 1,в). Первая хорошо подходит для 
описания движения по низшим тонам упругого ЛА с крылом большого удлинения. Число урав-
нений, составляющих математическую модель ЛА, в этом случае определяется числом учиты-
ваемых тонов (форм) колебаний и их типом (изгибные, крутильные). Вторая схема позволяет 
получить хороший эквивалент конструкции ЛА со стреловидным крылом малого удлинения, 
однако число уравнений, описывающих динамику конструкции ЛА, значительно возрастает и 
определяется числом используемых сосредоточенных масс.  
Рассмотрим более подробно балочную схему. В этом случае ЛА моделируется системой 
перекрестных упругих балок (рис. 1,б), направленных вдоль осей жесткостей конструкции и 
работающих на изгиб и кручение. Для того, чтобы перейти в дальнейшем к уравнениям, описы-
вающим систему балок, рассмотрим уравнения ее основного элемента – одиночной балки. 
 
 
Рис. 2 
 
Уравнение изгибных колебаний упругой балки под действием распределенной нагрузки 
с интенсивностью )t,z(P  (рис. 2) имеет вид [3]: 
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 )t,z(Pym)yEJ(   , (1) 
 
где E – модуль Юнга материала балки, J – момент инерции сечения балки относительно 
нейтральной оси, m – погонная масса балки. 
Уравнение (1) допускает разделение переменных, поэтому его общее решение состоит из 
суммы частных и имеет вид: 
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В (2) )z(f j  – формы собственных колебаний, являющиеся решениями уравнения в част-
ных производных 
 
 0fm)fEJ( 2  , (3) 
 
а )t(q j  – т.н. нормальные координаты, подлежащие определению из системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ) вида: 
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где   – собственная частота изгибных колебаний балки, 
j
M  – т.н. обобщенная масса j-й соб-
ственной формы колебаний, а 
j
P  – т.н. обобщенная сила j-й собственной формы колебаний, ко-
торые вычисляются, соответственно, по формулам: 
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В исходном дифференциальном уравнении (1) изгибных колебаний балки не учтено рас-
сеяние энергии за счет внутреннего трения в материале балки. В действительности это рассея-
ние всегда имеет место, благодаря чему собственные колебания затухают. В [3] указано, что 
рассеяние энергии можно учесть непосредственно в уравнении (4) слагаемым, пропорциональ-
ным )t(q j , а соответствующий коэффициент пропорциональности   (относительный коэффи-
циент демпфирования) на практике обычно одинаков для всех тонов упругих колебаний. При-
нимая эту точку зрения, перепишем уравнения (4) реакции собственных форм на возмущаю-
щую силу в виде: 
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Таким образом, для определения прогибов )t,z(y  упругой балки получается следующий 
алгоритм решения: во-первых, из решения уравнения в частных производных (3) с учетом гранич-
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ных условий определяется конечное число собственных форм )z(fi  и частот i  изгибных колеба-
ний балки по низшим тонам. Затем для этих форм вычисляются интегралы (5) и (6). Далее нахо-
дится решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений (7). После подстановки это-
го решения )t(q i  и функций собственных форм )z(fi  в ряд (2), ограничиваясь, соответственно, 
рассмотрением конечного числа слагаемых, получим аппроксимацию искомого решения )t,z(y . 
Решения уравнения в частных производных (3) могут быть получены различными метода-
ми. На практике наибольшее распространение получил так называемый метод последовательных 
приближений, широко освещенный в литературе [2, 5]. Алгоритм метода был реализован в пакете 
программ MathCad. Тестирование расчетов проводилось путем сравнения полученных собствен-
ных форм и частот колебаний с известными теоретическими результатами для однородной балки 
постоянного сечения. Рассматривалась консольная и свободная неопертая балка. В обоих случаях 
рассчитанные и теоретические формы и частоты собственных колебаний совпали. 
Полученное выше уравнение (7), описывающее изгибные колебания балки, фактически 
является математической моделью наиболее простого, с точки зрения схематизации, летатель-
ного аппарата – ракеты. С этого объекта и началась программная реализация модели динамики 
полета упругого ЛА. В [3] на основе анализа решения (7) показано, что нулевые тона колебаний 
неопертой балки описывают ее поведение в продольной плоскости, как твердого тела. Из обще-
го уравнения (7) получены два частных: уравнение движения центра масс (ЦМ) в скоростной 
системе координат (СК) и уравнение вращения в продольной плоскости относительно ЦМ. Ло-
гично предположить, что модель упругой ракеты может быть получена дополнением традици-
онных уравнений динамики полета твердого ЛА в любой СК уравнениями колебаний балки по 
тонам выше нулевого.  
Исходя из этого предположения, реализация компьютерной модели (в среде 
MATLAB/Simulink) заключалась в дополнении полной системы уравнений динамики полета 
ЛА в земной СК из [6] уравнениями изгибных колебаний (7). Для этого они были приведены к 
системе дифференциальных уравнений в форме Коши: 
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где 
jw  – скорости нормальных координат.  
Проверку программной реализации, а также подтверждение выдвинутой ранее гипотезы, 
предполагалось осуществить на тестовом примере: используя исходные данные для ракеты, 
приведенные в [3], повторить моделирование и сравнить с имеющимися результатами.  
Изменение действующих аэродинамических сил и моментов, вызванное деформацией 
упругого ЛА, в указанном примере осуществлялось упрощенно с использованием гипотезы 
стационарности. В этом случае аэродинамическая сила aY  (а значит и момент) однозначно 
определяется текущими значениями местных углов атаки *  корпуса ракеты: 
 
 dx)x()x(cSqY
L
0
*
yDa  
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где 2D V5.0q   – скоростной напор, S  – площадь миделевого сечения, )x(cy
  – погонная про-
изводная коэффициента подъемной силы по углу атаки как функция положения x  элементар-
ного участка корпуса ракеты dx , L  – длина ракеты. 
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Остановимся более подробно на определении местных углов атаки. Рассмотрим некото-
рую точку О на осевой линии ракеты, находящуюся на расстоянии l  от ЦМ (рис. 3). Для удоб-
ства расположим в этой точке центр связанной с недеформированной ракетой системы коорди-
нат xoy . Ракета движется относительно неподвижного воздушного потока со скоростью V . 
Угол атаки в точке О для ракеты, как для твердого невращающегося тела, определяется соот-
ношением 









x
y
V
V
arctg , где xV  и yV  проекции вектора воздушной скорости на соответ-
ствующие оси связанной СК. Для случая малых углов атаки можно принять: 
 
 VVVV yxy  . (10) 
 
Вращение ракеты относительно ЦМ с угловой скоростью 
z  приведет к появлению в 
точке О линейной скорости, проекция которой на ось oy  будет иметь величину lz  и направ-
ление (при положительном значении 
z ), противоположное направлению yV . Также противо-
положное 
yV  направление будет иметь и скорость деформации (прогиба) ракеты в точке О, 
обозначенная y . 
 
 
Рис. 3 
 
Таким образом, с учетом вращения и скорости деформации ракеты изменится величина 
проекции вектора скорости относительно воздушного потока на ось oy , а сам вектор, обозна-
ченный на рис. 3 как *V , изменит свою величину и направление. Еще одним фактором, опреде-
ляющим значение местного угла атаки в рассматриваемой точке О, является угол прогиба осе-
вой линии ракеты, величина которого определяется производной 
ox
y


 в этой точке. С учетом 
всех приведенных выше рассуждений и выражения (10) окончательно получим для местного 
угла атаки в точке О: 
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Обобщая выражение (11) на все точки ракеты можно записать: 
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Кроме учета изменения аэродинамических сил от деформации в рассматриваемом при-
мере учитывается изменение проекции вектора тяги 
TY , вызванное дополнительным поворотом 
сопла двигателя вслед за осевой линией ракеты [3]: 
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где T – тяга двигателя (рис. 3),  – угол поворота сопла, 
Bx
y


 – угол прогиба осевой линии ра-
кеты в точке подвеса двигателя B. Выражения для аэродинамического момента и момента силы 
тяги получены умножением на соответствующие плечи сил (9) и (12). 
Таким образом, сформирована математическая модель продольного движения упругой 
ракеты, учитывающая конечное число тонов изгибных колебаний и влияние этих колебаний на 
действующие силы и моменты. После подстановки числовых данных и функциональных зави-
симостей в эту модель и с учетом первых двух тонов изгибных колебаний в [3] получена упро-
щенная модель с постоянными коэффициентами в матричной форме для конкретных условий 
полета: скорости и высоты. Однако повторить этот переход от полных уравнений динамики по-
лета к упрощенным уравнениям не представляется возможным, так как в [3] указаны не все ис-
ходные данные. Отсутствуют значение скорости V  и высоты H  полета, значение сечения ми-
деля ракеты S  и зависимость погонной производной коэффициента подъемной силы по углу 
атаки )x(cy
 . По этой причине, к сожалению, невозможно и повторить результаты [3] на реали-
зованной компьютерной модели. Чтобы восполнить указанный недостаток исходных данных, 
было принято допущение о равномерном распределении погонной производной коэффициента 
подъемной силы по углу атаки )x(cy
  вдоль ракеты: constLC)x(c yy 
 . С учетом этого 
допущения и опираясь на имеющиеся в [3] числовые данные модели (в матричной форме) 
были получены следующие значения величины 7.553SC y 
  м2/рад, воздушной скорости 
8.345V   м/с, а сама упрощенная модель продольного движения приняла вид: 
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В матричном уравнении (13)   – угол тангажа, dtds   – символьное обозначение про-
изводной по времени. Для удобства это уравнение было преобразовано к общепринятому виду 
BuAxx   и реализовано в компьютерной модели в виде одного стандартного Simulink-
блока. Дополняя компьютерную Simulink-модель моделью сервопривода поворота камеры 
(сопла) двигателя )10s(10 u   и законом управления для входного сигнала сервопривода 
u  вида: 
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получим замкнутую систему "объект – регулятор". Аналогичным образом была дополнена и 
модель на основе полной системы уравнений пространственного движения. Фактически, мо-
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дель упругой ракеты была реализована в среде MATLAB/Simulink двумя различными способа-
ми. Результаты моделирования переходных процессов для обоих способов реализации пред-
ставлены на рис. 4 и рис. 5. 
 
 
Рис. 4 
 
 
Рис. 5 
 
Графики представляют собой реакцию по тангажу (рис. 4,а), управляющему сигналу 
сервопривода (рис. 4,б) и нормальным координатам (рис. 5) на одно и тоже возмущающее 
воздействие: импульс сигнала u  величиной 1.72 и длительностью 0.2 с. На приведенных 
рисунках сравниваются результаты моделирования упрощенной и полной модели упругой 
ракеты. Упрощенная модель в виде системы дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами (13) получена на основе уравнений (7) при рассмотрении нулевой и еще 
первых двух форм изгибных колебаний. Полная модель получена путем дополнения  
уравнений динамики полета твердого ЛА в земной СК из [6] уравнениями (8) для первых 
двух форм изгибных колебаний. Хорошее согласование графиков при различных способах 
реализации модели динамики свидетельствует о справедливости предположения, что 
уравнения гибкого ЛА могут быть получены дополнением уравнений динамики твердого ЛА 
уравнениями, описывающими дополнительные степени свободы (балки, либо сосредо-
точенной массы).  
Сравнение переходных процессов также являлось дополнительной проверкой правиль-
ности реализации компьютерной модели. 
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Итак, на первом этапе реализации математической модели динамики полета упругого 
ЛА подобная задача была решена для ракет, наиболее простого, с точки зрения схематизации, 
класса ЛА. При этом изменение действующих аэродинамических сил и моментов, вызванное 
деформацией упругого ЛА, осуществлялось упрощенно на основе гипотезы стационарности. 
Разработанная компьютерная модель позволяет проверять работу САУ с учетом упругости кон-
струкции ЛА. 
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FLIGHT DYNAMICS MODEL OF ONE CLASS OF AIRCRAFT 
WITH A VIEW OF ELASTIC CONSTRUCTION 
 
Nikitin A.I. 
 
It remains urgent problem of damping of elastic vibrations occurring aircraft structure means the automatic control 
systems on board. In solving this problem the aircraft elastic model is the basis for the synthesis of control laws and analy-
sis of closed-loop system "control object – the regulator." In general, the problem of mathematical modeling of flight dy-
namics of the elastic aircraft breaks for at least another two objectives, one of which – direct simulation of the behavior of 
elastic aircraft defined interacting forces, and the other – the account of the changes operating aerogidrodynamic forces and 
moments caused by the deformation elastic aircraft and work control systems. 
This paper discusses the theoretical basis of the approach to the solution of this problem, based on the replacement 
of the actual design of aircraft by equivalent circuit and its implementation for the missiles, the most simple in terms of 
schematic, class of aircraft. At the same time accounting for changes in aerodynamic forces and moments caused by the 
elastic deformation of the aircraft, it was performed by help of stationary hypothesis. 
 
Key words: mathematical model, flight dynamic, elastic aircraft, automatic control system, rocket. 
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